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Résumé
We are onerned here with Lehmer's problem in dimension 2 ; we give a lower bound for
the height of a non-torsion point of G2m on a non-torsion urve dened over Q, depending
on the degree of the urve only. We have rst been inspired by [Am-Da3℄ ; we develop a new
approah, inherent in the dimension two (or more preisely the odimension two), and then
obtain a better result where the error's term is improved signiantly, moreover we give an
expliit expression for the onstant.
Minoration eetive de la hauteur des points d'une ourbe
de G2
m
dénie sur Q.
Corentin Pontreau.
I Introdution.
Dans tout et artile nous onsidérerons le plongement naturel de Gnm := G
n
m(Q) dans P
n
,
déni par (α1, . . . , αn) 7→ (1 : α1 : . . . : αn), en partiulier la hauteur d'un point α sera la
hauteur de Weil logarithmique du point projetif orrespondant, soit, si k est un orps de nombres
ontenant α1, . . . , αn :
h(α) :=
∑
v∈Mk
[kv : Qv]
[k : Q]
log (max{|α0|v, . . . , |αn|v}) .
De même si V est une sous-variété de Gnm, nous noterons deg(V ) le degré de son adhérene de
Zariski dans Pn. Enn, si F est un polynme à oeients algébriques, nous noterons h(F ) la
hauteur du point projetif déni par ses oeients.
Nous utiliserons la struture naturelle de groupe ommutatif (don de Z-module) de Gnm ainsi,
si α et l désignent respetivement des éléments de Gnm et de Z, alors, pour toute variété V , nous
noterons α · V := {αβ | β ∈ V } et [l]V := {βl | β ∈ V }.
Rappelons que l'indie d'obstrution ωQ(α) d'un point α ∈ Gnm n'est autre que le plus petit
degré d'une hypersurfae de Gnm dénie sur Q passant par α. Remarquons de plus que ette
quantité est ontrlée par le degré du orps de dénition de α ; en eet un argument d'algèbre
linéaire nous donne l'inégalité :
ωQ(α) ≤ n(degQ(α))1/n (1)
(qui est d'ailleurs une égalité si n = 1). Dans [Am-Da℄ les auteurs proposent une onjeture (.f.
Conjeture 1.3
1
) généralisant elle de D.H. Lehmer (.f. [Le℄) en dimension supérieure :
Conjeture 1 Pour tout entier n ≥ 1, il existe une onstante c(n) > 0 telle que, pour tout
α ∈ Gnm dont les oordonnées sont multipliativement indépendantes, on ait :
h(α) ≥ c(n)
ωQ(α)
.
Dans le même artile, ils montrent que ette onjeture est vraie à un fateur log près,
généralisant un théorème de E. Dobrowolski (.f. [Do℄) en dimension supérieure. Ils poursuivent
ette étude dans [Am-Da3℄ et anent e résultat :
1
Dans op. it. l'indie d'obstrution ωQ(α) est noté δ(α).
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Théorème 1 Soit V une sous-variété algébrique de Gnm, dénie sur une extension ylotomique
K de Q, intersetion d'hypersurfaes de Gnm dénies sur K et de degré au plus ω.
Alors il existe une onstante c′(n) > 0 (eetivement alulable) telle que l'on ait, pour tout
α ∈ V n'appartenant à auune sous-variété de torsion2 de V :
h(α) ≥ c
′(n)
ω
(log(3[K : Q]ω))−κ(n) ,
où κ(n) := 2n(n+ 1)!n − 1.
Remarquons qu'un point α est à oordonnées multipliativement indépendantes si et seule-
ment s'il n'appartient à auune sous-variété de torsion de Gnm, auquel as le théorème 1 nous
donne la minoration :
h(α) ≥ c(n)
ωQ(α)
(log(3ωQ(α)))
−κ(n)
;
'est préisément le résultat obtenu dans [Am-Da2℄.
Notre prinipal résultat est le suivant, analogue du théorème 1 où l'exposant du log (κ(2) =
143) est sensiblement amélioré. De plus, ontrairement à e dernier, il est omplètement expliite :
Théorème 2 Soit V une ourbe de G2m dénie sur Q et Q-irrédutible de degré ω qui ne soit
pas de torsion, et soit α ∈ V \ (G2m)tors, on a :
h(α) ≥ 1, 2 · 10
−16
ω
(
log logω′
)11(
logω′
)13
où ω′ := max{ω, 16}.
Notons qu'ii l'hypothèse α ∈ V n'appartenant à auune sous-variété de torsion de V  se
réduit à α non de torsion, hypothèse minimale puisque les points de torsion sont préisément
les points de hauteur nulle.
F. Amoroso et S. David montrent dans [Am-Da℄ que si α ∈ Gnm est un point à oordonnées
multipliativement indépendantes, alors il existe une onstante C(n) telle que :
(h(α1) . . . h(αn))
1/n ≥ C(n)
1/n
D1/n
(log 3D)−κ(n), (2)
où D := [Q(α) : Q] et κ(n) est la même quantité que dans le théorème 1. Une observation de
Bilu (voir [Bi℄) mène à la minoration :
(h(α1) . . . h(αn))
1/n ≥ C(2)
1/2
D1/2
(log 3D)−κ(2).
En eet, si l'on applique l'inégalité (2) en dimension 2 pour (α1, α2), . . . , (αn−1, αn) et (αn, α1),
on obtient : (
n∏
i=1
h(αi)
)1/n
≥ C(2)
1/2
D1/2
(log 3D)−κ(2).
Le théorème 2 nous permet d'expliiter la onstante C(2) et d'améliorer l'exposant κ(2) :
2
on appellera sous-variété de torsion une réunion de translatés de sous-groupes algébriques de Gnm par des
points de torsion.
2
Corollaire I.1 Soient α ∈ Gnm et σ une permutation de {1, . . . , n} telle que, pour tout i dans
{1, . . . , n}, les oordonnées αi et ασ(i) soient multipliativement indépendantes, alors :
(h(α1) . . . h(αn))
1/n ≥ 2 · 10
−21
D1/2
(log 3D)−13,
où D := [Q(α) : Q].
Dès que l'on xe un entier n ≥ 3, e résultat est moins bon que (2) lorsque D est grand,
néanmoins il est bien meilleur pour les petites valeurs deD (rappelons que κ(n) := 2n(n+1)!n−1),
de plus il est entièrement expliite et les onditions sur α sont un peu plus faibles.
Remeriements. Je tiens à remerier Franeso Amoroso pour l'aide et le soutien qu'il m'a
apportés tout au long de e travail. Je voudrais également tout partiulièrement remerier Federio
Pellarin pour les letures très soignées qu'il a pu faire sur des versions préliminaires de e travail,
ainsi que les nombreux onseils et remarques qu'il a pu me donner par la suite à e sujet.
II Shéma de la preuve
Dans le paragraphe III on développe les outils d'une démonstration de transendane (lemme
de Siegel, extrapolation) et au paragraphe IV, on montre des minorations expliites pour les
ourbes non de torsion de G2m et des points de Gm. La démonstration du théorème 2 à proprement
parler est l'objet du paragraphe V. La stratégie est la suivante : par l'absurde on suppose la
hauteur de α petite, on peut alors onstruire un polynme s'annulant sur V ave multipliité, de
degré et de hauteur ontrlés via un lemme de Siegel (proposition III.4). Ensuite on extrapole
dans le paragraphe V.2 en montrant, grâe à la proposition III.6, que e polynme s'annule sur
les puissanes αpq, où p et q parourent des ensembles de premiers P1 et P2.
Nous reprenons au paragraphe V.3 le lemme de zéros de [Am-Da3℄ (théorème 2.6) ; nous
obtenons ainsi une suite déroissante Y1 ⊇ Y2 ⊇ Y3 de sous-variétés de G2m ontenant des puis-
sanes αpq de α. Deux de es variétés étant de même dimension, on obtient une sous-variété
obstrutrie Z, omposante Q-irrédutible de Y3 ou Y2 ontenant une puissane α
ℓ
de α et dont
on ontrle le degré. Deux as se présentent alors.
Si la variété obstrutrie Z est de dimension 0 (paragraphe V.3.1), alors Z est simplement
l'union des onjugués de α. Comme ii ℓ = 1, on arrive, grâe notamment à l'inégalité (1), à un
enadrement du type :
Card(P2)ωQ(α)2 ≪ Card(P2) deg(Z)≪ (log ωQ(α))aωQ(α)2
ainsi, de par nos hoix de paramètres, on arrive à une ontradition.
Dans le as où la variété obstrutrie Z est de dimension 1 (paragraphe V.3.2), la puissane
ℓ est a priori diérente de 1. On peut obtenir l'enadrement :
Card(P1)ωQ(αℓ)≪ Card(P1) deg(Z)≪ (logωQ(α))bωQ(α)
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ainsi l'indie d'obstrution de αℓ est très petit par rapport à elui α. Cei n'étant pas su-
isant pour onlure, dans [Am-Da3℄ les auteurs utilisent un argument de desente pour arriver à
une ontradition. Ii notre démonstration dière ; des arguments plus simples nous donnent de
meilleurs résultats. On travaille ave la hauteur normalisée ; on majore elle de Z en fontion de
la hauteur de notre fontion auxiliaire F , sur laquelle on a un bon ontrle :
Card(P1)2hˆ(Z)≪ h(F ).
Si Z n'est pas une ourbe de torsion, on arrive à une ontradition en utilisant une minoration
expliite de hˆ(Z) (proposition IV.1). Dans le as ontraire, on se ramène dans le lemme V.3 à une
étude en dimension 1, auquel as, via la proposition IV.3, on obtient une minoration de h(α).
III Résultats préliminaires.
III.1 Premiers exeptionnels.
Dans e paragraphe V désigne une sous-variété de Gnm irrédutible sur son orps de dénition.
Nous allons voir que pour tout nombre premier p sauf pour ertains appartenant à un ensemble
exeptionnel Ecc(V ), introduit dans [Am-Da℄, la variété [p]V a un bon omportement, dans un
sens que nous allons préiser.
Dénition III.1 On note W1, . . . ,Wk les omposantes Q-irrédutibles de V , on pose :
Ecc(V ) :=
{
l ∈ Z | ∃i, j, i < j ; [l](Wi) = [l]Wj)
}
⋃{
l ∈ Z | ∃i ; deg([l]Wi) < deg(Wi)
}
.
La proposition 2.4 de [Am-Da℄ donne des informations sur et ensemble ; nous en rappelons
quelques propriétés.
Proposition III.1 Nous avons
Card (Ecc(V ) ∩ {p premier}) ≤ dim(V ) + 1
log 2
log
(
deg(V )
)
.
De plus, si Λ est un ensemble ni de nombres premiers et si V n'est pas de torsion, alors :
deg
( ⋃
p∈Λ
[p]V
)
≥ Card (Λ \ Ecc(V ))× deg(V ).
Nous utiliserons dans la suite ette proposition dans le as où Λ est l'ensemble des premiers
dans [N/2, N ], pour un ertain paramètre N , d'où la néessité du lemme suivant :
Lemme III.2 Pour tout réel x on note π(x) le nombre de premiers inférieurs ou égaux à x.
Pour N ≥ 41 on a
π(N)− π(N/2) ≥ 0, 41 N
logN
.
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Démonstration - Le théorème 1 de [Ro-S℄ nous donne :
∀x ≥ 59, x
log x
+
3x
2(log x)2
≥ π(x) > x
log x
+
x
2(log x)2
,
si on note cN := log(N/2)/ log(N) on en déduit :
π(N)− π(N/2) > N
logN
+
N
2(logN)2
−
(
N
2cN logN
+
3N
4(cN logN)2
)
=
N
logN
(
1− 1
2cN
−
( 3
4c2N
− 1
2
) 1
logN
)
Ainsi, pour N ≥ 5000, nous avons bien l'inégalité voulue et une vériation numérique pour
les petites valeurs de N nous permet de onlure. 
III.2 Constrution de la fontion auxiliaire.
On herhe ii un polynme F de degré ≤ L nul en α à un ordre ≥ T . Fixons dans un premier
temps quelques notations, k désignant un orps de nombres.
 On notera k[x] := k[x1, . . . , xn].
 Pour µ,λ ∈ Nn, on pose :(
µ
λ
)
:=
(
µ1
λ1
)
· · ·
(
µn
λn
)
.
Dλ :=
1
λ!
∂λ
∂xλ
=
1
λ1! · · ·λn!
∂λ1
∂xλ11
· · · ∂
λn
∂xλn2
.
 On dira que α ∈ Qn est raine de F ∈ C[x] de multipliité au moins T ∈ N si
∀λ ∈ Nn, λ1 + . . .+ λn = |λ| < T =⇒ Dλ(F )(α) = 0.
 On notera ωk(α) := min
{
deg(F ) | F ∈ k[x]\{0}, F (α) = 0} et k[x]≤L le k-espae vetoriel
des polynmes de degré total ≤ L.
 Pour toute partie S de Cn on pose :
Ek(S,L, T ) :=
{
F ∈ k[x]≤L | ∀β ∈ S, F nul en β ave multipliité ≥ T
}
1.
Nous aurons besoin dans la suite d'enadrements pour l'indie d'obstrution ωk(α) et pour
la dimension du k-espae vetoriel Ek({α}, L, T ).
Propriétés III.3 Soient n ∈ N∗, α ∈ Gnm et L, T ∈ N, on a :
1. dimEk({α}, L, T ) ≥
(
L−Tωk(α)+n
n
)
.
1
on a don Ek(S, L, T ) = [P
(T )]L ∪ {0} si S est une variété et P est l'idéal de dénition sur k de sa lture
projetive.
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2. 1 ≤ ωQ(α) ≤ n[k(α) : k]1/n.
Démonstration -
1. Soit F ∈ k[x] non nul de degré ωk(α) tel que F (α) = 0. Pour tout H ∈ k[x] de
degré inférieur ou égal à L− Tωk(α), on a FTH ∈ Ek(S,L, T ), de plus le sous-espae
vetoriel de k[x] des polynmes de degré≤ L−Tωk(α) est de dimension
(
L−Tωk(α)+n
n
)
,
d'où le résultat.
2. Posons ω := [n[k(α) : k]1/n] et onsidérons l'appliation linéaire :
k[x]≤ω −→ k(α)
P 7−→ P (α).
Remarquons que dimk k[x]≤ω =
(
ω+n
n
) ≥ n−n(ω + 1)n. Or n−n(ω + 1)n > [k(α) : k],
ette appliation n'est don pas injetive, i.e. il existe P ∈ k[x]≤ω non nul tel que
P (α) = 0, don ωk(α) ≤ ω ≤ n[k(α) : k]1/n. 
Ci-dessous nous donnons la version du lemme de Siegel que nous utiliserons dans la suite
(analogue à la proposition 2.1 de [Am-Da3℄).
Proposition III.4 Soient θ un réel > 0 et E ⊂ {α ∈ Gnm | h(α) ≤ θ} un ensemble ni non vide.
Soient k un orps de nombres et L, T ∈ N. Si Ek(E, L, T ) est non réduit à {0}, alors il existe un
polynme F ∈ Ek(E, L, T ) ∩Ok[x] non nul tel que :
h(F ) ≤ r
N − r
(
(T + n− 1) log(L+ 1) + Lθ
)
+ log ck. (3)
où ck :=
{
( 2π )
s
√
|∆k|
} 1
[k:Q]
, s le nombre de plaes omplexes de k et ∆k son disriminant,
N := dimk k[x]≤L et r := dimk k[x]≤L − dimk Ek(E, L, T ).
Démonstration - On reprend ii prinipalement les preuves de la proposition 4.2 de [Am-Da℄
et du théorème 7 de [St-Va℄. Fixons un ordre sur E et sur Nn et onsidérons la matrie A
de taille Card(E) · (T+n−1n )× (L+nn ) dénie par
A :=
((
µ
λ
)
αµ−λ
)
où les lignes (respetivement les olonnes) sont indexées par les ouples (α,λ), où α ∈ E
et λ ∈ Nn est tel que |λ| ≤ T − 1 (respetivement par les multi-indies µ ∈ Nn tels que
|µ| ≤ L). Autrement dit, si on pose
A := {x ∈ kN , Ax = 0} ,
alors A = Ek(E, L, T ) d'où r = rang(A). Soit Y une matrie N × (N − r) à oeients
dans k telle que A soit l'image de l'appliation k-linéaire dénie par Y . Comme Ek(E, L, T )
est non réduit à {0}, on a rang(Y ) = N − r < N ; le théorème 8 de [Bo-Va℄ appliqué à Y
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montre alors qu'il existe N − r veteurs linéairement indépendants u1, . . . ,uN−r de kN−r
tels que, si l'on pose Fi := Y ui, pour i = 1, . . . , N − r, on ait Fi ∈ ONk pour tout i et :
N−r∑
j=1
h(Fj) ≤ logH(Y ) + (N − r) log ck = logH(A) + (N − r) log ck ,
où H(A) est la hauteur (non logarithmique) du sous-espae A et H(Y ) la hauteur du
sous-espae engendré par ses lignes (dénies p. 499 de [St-Va℄).
Remarquons que (F1, . . . , FN−r) est une une base de A, en partiulier il existe F dans
A∩ONk non nul tel que
(N − r)h(F ) ≤ logH(A) + (N − r) log ck, (4)
nous allons montrer que e F vérie bien (3).
Soit F la lture galoisienne de k(E)/k, onsidérons la matrie :
B :=


σ1A
.
.
.
σRA


où les σi sont les éléments de Gal(F/k), et posons :
B := {y ∈ F | By = 0}.
On a alors dimF(B) = dimk(A) et H(A) = H(B) (voir [St-Va℄, (2.31) page 506).
Soit B˜ une sous-matrie de B de rang maximal (B˜ est une matrie r × (L+nn ) de rang r),
par le prinipe de dualité, (voir [St-Va℄ p. 500, (2.2)), on a :
H(A) = H(B) = H(B˜).
En majorant H(B˜) par le produit des hauteurs de ses lignes (inégalité de Hadamard, voir
[Bo-Va℄, équation (2.6)), on obtient :
logH(B˜) ≤ r logmax
{
H(b(α,λ)) | α ∈ E et |λ| ≤ T − 1
}
, (5)
où les b(α,λ) désignent les lignes de B˜ :
b(α,λ) = (b(α,λ)µ )|µ|≤L =
((
µ
λ
)
αµ−λ
)
|µ|≤L
.
Soit (α,λ) un multi-indie réalisant e maximum (|λ| ≤ T − 1), on a :
( ∑
|µ|≤L
(
µ
λ
)2) 1
2 ≤
∑
|µ|≤L
(
µ
λ
)
=
L∑
µ1=1
· · ·
L∑
µn=1
(
µ1
λ1
)(
µn
λn
)
=
(
L+ 1
λ1 + 1
)
· · ·
(
L+ 1
λn + 1
)
≤ (L+ 1)T+n−1
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où l'on a utilisé
∑L
µ=1
(
µ
λ
)
=
(
L+1
λ+1
) ≤ (L+ 1)λ+1.
Notons d le degré de F sur Q, en utilisant ette inégalité nous trouvons, pour toute plae
arhimédienne v ∈Mk,
Hv(b
(α,λ))d =
( ∑
|µ|≤L
|b(α,λ)µ |2v
) dv
2 ≤ (L+ 1)(T+n−1)dv max{1, |α1|v, . . . , |αn|v}Ldv .
Pour v ∈Mk ultramétrique, on obtient :
Hv(b
(α,λ))d = max
|µ|≤L
|b(α,λ)µ |dvv ≤ max
{
1, |α1|v, . . . , |αn|v
}Ldv
.
En faisant le produit sur toutes les plaes on obtient :
H(b(α,λ))d ≤ (L+ 1)(T+n−1)
∑
v|∞ dvH(α)Ld
d log
(
H(b(α,λ))
) ≤ d(T + n− 1) log(L+ 1) + dLh(α) ,
d'où, en reprenant l'inégalité (5)
logH(B˜) ≤ r
(
(T + n− 1) log(L+ 1) + Lθ
)
,
don (4) devient :
h(F ) ≤ 1
N − r logH(B˜) + log ck
≤ r
N − r ·
(
(T + n− 1) log(L+ 1) + Lθ
)
+ log ck.

Dans la suite, on utilisera ette proposition dans le as n = 2 :
Corollaire III.5 Soient α ∈ G2m, T ∈ N∗, D le degré de Q(α) sur Q, et ω ≥ ωQ(α).
Si L = min{ 2ωT 2, [(TD)1/2(T + 1)]}, alors il existe un polynme F ∈ EQ({α}, L, T ) ∩ Z[x]
non nul tel que :
h(F ) ≤ 1
T − 1
(
(T + 1) log(L+ 1) + Lh(α)
)
.
Démonstration - Comme D1/2 ≥ 12ωQ(α), on a L ≥ 12ωQ(α)(T + 1)T 1/2 ≥ ωQ(α)T , en
partiulier EQ({α}, L, T ) n'est pas réduit à {0}, d'après la proposition III.3. Considérons
le polynme F donné par la proposition III.4, on a :
h(F ) ≤ r
N − r
(
(T + 1) log(L+ 1) + Lh(α)
)
,
où r := dimQ[x]≤L − dimQEQ({α}, L, T ) et N := dimQ[x]≤L.
On a, si L = 2ωT 2 :
r
N − r ≤
(
L+2
2
)
(
L−ωT+2
2
) − 1 = L+ 1
L− ωT + 1 ×
L+ 2
L− ωT + 2 − 1
≤
(
L
L− ωT
)2
− 1 =
(
2T
2T − 1
)2
− 1 ≤ 1
T − 1 .
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Sinon, si L =
[
(TD)1/2(T + 1)
]
:
r
N − r ≤
(
T+1
2
)
D(
L+2
2
)− (T+12 )D =
T (T + 1)D
(L + 1)(L+ 2)− T (T + 1)D
≤ T (T + 1)D
(T + 1)2TD − T (T + 1)D =
1
T
≤ 1
T − 1 .

III.3 Extrapolation
Nous allons utiliser le lemme lef de Dobrowolski (.f. [Do℄) dans le adre plus large de
polynmes à plusieurs variables à oeients dans un anneau d'entiers d'une extension ylo-
tomique de Q. Soient k/Q une extension galoisienne, p un nombre premier non ramié dans k et
Q un idéal premier de Ok tel que Q|p. Si l'extension k/Q est abélienne, alors l'automorphisme
de Frobénius assoié φQ,p ∈ Gal(k/Q) ne dépend que de p et on le notera φp ; on a
∀α ∈ Ok, φp(α) ≡ αp mod pOk.
Dans tout e paragraphe, on supposera k/Q ylotomique et on notera ∆k son disriminant.
De plus α désignera un élément de Gnm, F la lture galoisienne de k(α), et L, T deux entiers
naturels. Le résultat qui suit orrespond au théorème 2.2 de [Am-Da3℄ :
Théorème 3 Soit F ∈ Ek({α}, L, T ) ∩ Ok[x] ; pour tout nombre premier p ∤ ∆k et pour tout
v ∈ MF divisant p, on a la majoration
|Fφp(αp)|v ≤ p−T |F |vmax{1, |α1|v, . . . , |αn|v}pL,
où l'on a noté αp = (αp1, . . . , α
p
n).
Proposition III.6 Soit F ∈ Ek({α}, L, T ) ∩ Ok[x]. Pour tout nombre premier p ∤ ∆k, le
polynme Fφp est nul en αp à un ordre T1 vériant :
T1
(
log(L+ 1) + log p
)
> T log p− h(F )− pLh(α)− n log(L+ 1).
Démonstration - Soit λ ∈ Nn tel que |λ| = T1 et Dλ(F )φp(αp) 6= 0 (on peut supposer
T1 < T ). Soit v ∈MF ; on déduit de l'inégalité∑
|µ|≤L
(
µ
λ
)
≤
(
L+ 1
λ1 + 1
)
· · ·
(
L+ 1
λn + 1
)
≤ (L+ 1)|λ|+n
et de l'inégalité ultramétrique les majorations :
|Dλ(F )φp(αp)|v ≤


|F |v ·max{1, |α1|v, . . . , |αn|v}pL si v ∤∞ et v ∤ p
(L+ 1)|λ|+n|F |v ·max{1, |α1|v, . . . , |αn|v}pL si v | ∞
De plus, si v | p, le théorème 3 donne :
|Dλ(F )φp(αp)|v ≤ p−(T−|λ|)|F |v max{1, |α1|v, . . . , |αn|v}pL.
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On a, par la formule du produit :
1 =
∏
v∈MF
|Dλ(F )φp(αp)|[Fv:kv ]/[F:k]v .
En passant au log, et en utilisant les trois majorations obtenues i-dessus on obtient :
0 ≤ (|λ|+ n) log(L + 1) + h(F ) + pLh(α)− (T − |λ|) log p ,
soit
|λ|
(
log(L + 1) + log p
)
> T log p− h(F )− pLh(α)− n log(L+ 1).

IV Versions expliites de ertaines minorations
IV.1 Une minoration pour les ourbes
Dans [Am-Da2℄, F. Amoroso et S. David obtiennent une minoration de la hauteur d'une
hypersurfae de Gnm dénie sur Q et Q-irrédutible qui n'est pas de torsion ; de plus notre résultat
prinipal dans [P℄ donne une version expliite de e résultat. Nous reprenons elui-i en améliorant
la onstante pour n = 2, as qui nous intéresse ii.
Proposition IV.1 Soit V une ourbe dénie sur Q et Q-irrédutible de G2m de degré D. Alors,
si V n'est pas de torsion, on a
hˆ(V ) ≥ 5−6
(
log logD′
logD′
)3
,
où
3 D′ := max{16, D}.
Notons que si P ∈ Z[x1, x2] est irrédutible sur Z (en partiulier de ontenu 1) et est une
équation de V , alors hˆ(V ) = logM(P ), où M(P ) est la mesure de Mahler de P .
Supposons l'inégalité fausse pour une ourbe V de degré D dénie sur Q, Q-irrédutible qui
ne soit pas de torsion. D'après un théorème de Zhang [Zh℄ on a µˆ
ess
(V ) ≤ 1D hˆ(V ), ainsi :
µˆ
ess
(V ) <
1
56D
(
log logD′
logD′
)3
. (6)
Choix des paramètres et fontion auxiliaire
3
Nous avons hoisi de mettre D′ dans le log ar la fontion x 7→ log(x)
log log(x)
est roissante sur [16,+∞[, et an
de pouvoir minorer log logD′ par 1 dans les aluls.
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On pose 

T :=
[
5
logD′
log logD′
]
L := DT 2
N := 54
(logD′)2
log logD′
.
Nous utiliserons plusieurs fois l'inégalité suivante, valable pour tous réels a, b, x > 0 :
xa
(log x)b
≥
(ea
b
)b
. (7)
Notons que :
T ≥ [5e] ≥ 13, L ≥ T 2 ≥ 169 et N ≥ 54 (ln 16)
2
ln ln 16
≥ 4000.
Fait IV.2 On a
N/2 ≥ (logD′)1,99 et 6, 1 log(L+ 1) ≤ T log(N/2).
Démonstration - Pour la première inégalité, il sut d'utiliser (7) ave (a, b) = (0.01, 1).
Pour la seonde, on a :
logL
T log(N/2)
≤ logD
′
T log(N/2)
+
logT
T
2
log(N/2)
.
De plus, omme T ≥ 13, la premiére inégalité du fait nous donne T log(N/2) ≥ 9, 2 logD′.
Ainsi, puisque N ≥ 4000 :
logL
T log(N/2)
≤ 1
9, 2
+
log 13
13
2
log(2000)
≤ 1
6, 2
.
Pour onlure, il sut de remarquer que log(L+ 1) ≤ 1, 01 logL, d'où le résultat. 
En appliquant la proposition III.4 à un ensemble ni susamment gros de points de V de
hauteur ≤ θ où
θ := 5−6
(
log logD′
logD′
)3
,
on trouve, par le même argument que elui utilisé dans le théorème 4.1 de [Am-Da2℄, un polynme
non nul F ∈ Z[x], de ontenu 1 et de degré au plus L, qui s'annule en tout point de V à un ordre
≥ T et tel que
h(F ) ≤ l
{
(T + 2) log(L+ 1) + Lµˆ
ess
(V )
}
,
où
l :=
(
L+2
2
)− (L−DT+22 )(
L−DT+2
2
) .
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Extrapolation
Soit p un nombre premier dans [N/2, N ] et notons
ε := T log p− h(F )− 2 log(L+ 1)− pLµˆ
ess
(V )
≥ T log(N/2)− (l(T + 2) + 2) log(L+ 1)− (N + l)Lµˆ
ess
(V ).
La proposition III.6 nous assure, via le même argument de densité que dans le lemme 4.2
de [Am-Da2℄, que F s'annule sur [p]V si ε > 0 ; il sut don de montrer que notre hoix
de paramètres assure ette ondition.
Majorons tout d'abord l :
l ≤ L+ 1
L−DT + 1 ×
L+ 2
L−DT + 2 − 1 ≤
(
L
L−DT
)2
− 1 = 2T − 1
(T − 1)2
en partiulier, omme T ≥ 13, nous obtenons :
l(T + 2) + 2 ≤ 2T
2 + 3T − 2
(T − 1)2 + 2
=
2(T 2 − 2T + 1) + 7(T − 1) + 3
(T − 1)2 + 2 ≤ 5.
Nous avons, puisque l < 1 et N > 100 :
ε ≥ T logN/2− 5 log(L+ 1)− 1, 01NLµˆ
ess
(V ).
Remarquons maintenant que, d'après le fait IV.2 nous avons T log(N/2) ≥ 6,1 log(L + 1), et
d'après (6) nous avons NLµˆ
ess
(V ) < logD′ ≤ log(L+ 1), ainsi ε > 0.
Conlusion
Soit Λ l'ensemble des nombres premiers dans [N/2, N ] ; nous avons vu que, sous l'hypothèse (6),
F s'annulait sur [p]V pour tout premier p ∈ Λ. Comme N ≥ 4000, la proposition III.1 et le
lemme III.2 nous donnent :
L ≥ deg
( ⋃
p∈Λ
[p]V
)
≥
(
0, 4
N
logN
− 2
log 2
logD
)
D. (8)
Minorons le membre de droite :
log logD′
logN
≥ log logD
′
4 log 5 + 2 log logD′
≥ 3
25
,
d'où
N
logN
≥ 3
(
5 logD′
log logD′
)2
.
En reportant ei dans l'inégalité (8) on obtient :
L ≥
(
0, 4 · 3− 2
log 2
(log logD′)2
52 logD′
)
D
(
5
logD′
log logD′
)2
≥
(
1, 2− 2
log 2
(log log 16)2
52 log 16
)
L
> L
d'où une ontradition.
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IV.2 Dans les extensions d'un orps ylotomique
F. Amoroso et U. Zannier donnent une minoration de la hauteur d'un nombre algébrique en
fontion de son degré sur une extension abélienne de Q (.f. [Am-Za℄) :
Théorème 4 Soient K un orps de nombres et L une extension abélienne de K. Alors, pour tout
γ ∈ Q∗ \Q∗
tors, on a :
h(γ) ≥ C(K)
d
(
log log 5d
log 2d
)13
,
où d := [L(γ) : L] et C(K) est une onstante dépendant uniquement de K.
Nous aurons besoin de e résultat dans le as partiulier d'une extension ylotomique, aussi
nous nous proposons d'en montrer une version faible, mais expliite :
Proposition IV.3 Soient k = Q(ζm) un orps ylotomique et γ ∈ Q∗ \Q∗
tors, alors :
h(γ) ≥ 10
−3
d
(
log logD
logD
)3
,
où d := [k(γ) : k], D := [k(γ) : Q] et D ≥ 2.
Notons ϕ(m) l'indiatrie d'Euler de m ; nous pourrons supposer dans la suite ϕ(m) = D/d ≥
34. En eet, supposons le ontraire, en partiulier [Q(γ) : Q] ≤ D = ϕ(m)d < 34d.
Si [Q(γ) : Q] ≤ 15, alors h(γ) ≥ 10−2, et si 16 ≤ [Q(γ) : Q] < 34d, le théorème prinipal de [Vo℄
nous dit que :
h(γ) ≥ 1
4[Q(γ) : Q]
(
log log[Q(γ) : Q]
log[Q(γ) : Q]
)3
.
Par déroissane de la fontion x 7→ log log xlog x sur [16,+∞] on en déduit
h(γ) ≥ 1
4D
(
log logD
logD
)3
≥ 1
324d
(
log logD
logD
)3
.
Notons toutefois qu'il est possible d'obtenir le même résultat sans [Vo℄, ave toutefois une on-
stante un peu plus petite : 2.10−4 au lieu 10−3 (la diérene étant due à une moins bonne
majoration de log(L+ 1) dans l'extrapolation).
Choix des paramètres et fontion auxiliaire
On pose 

T =
[
3
logD
log logD
]
L = dT 2
N = 175
(logD)2
log logD
.
Fait IV.4 Nous avons : T ≥ 8, L ≥ 64, N ≥ 175, T ≤ 3D1/4 et
2, 125 log(L+ 1) < 3, 2 logD − logϕ(m).
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Démonstration - L'inégalité (7) nous donne T ≥ [3e] = 8, (en partiulier L ≥ 64), et
N ≥ 175× 2e ≥ 951. Pour montrer T ≤ 3D1/4, omme logD ≥ logϕ(m) ≥ 4 log 3, il sut
de remarquer que la fontion x 7→ xlog x −e0.25x est négative en 4 log 3 et de dérivée négative
sur ]1,+∞[.
Pour la dernière inégalité nous avons :
logL = logD − logϕ(m) + 2 logT
≤ 1, 5 logD + 2 log 3− logϕ(m)
ar T ≤ 3D1/4. Ainsi, puisque ϕ(m) ≥ 34 il vient
logL ≤ 1, 5 logD − 1
2
logϕ(m).
Comme L ≥ 64 on a log(L+ 1) < 1, 0038 logL, ainsi
2, 125 log(L + 1) < 3, 2 logD − logϕ(m).

Supposons par l'absurde :
h(γ) <
10−3
d
(
log logD
logD
)3
. (9)
D'après la proposition III.4, il existe un polynme F ∈ Ok[x] non nul, de degré au plus L, et nul
en γ à un ordre ≥ T tel que :
h(F ) ≤ dT
L+ 1− dT
(
Lh(γ) + T log(L + 1)
)
+ log ck
≤ 1
T − 1
(
Lh(γ) + T log(L+ 1)
)
+ logϕ(m).
En eet, omme ∆k|mϕ(m), on a ck =
√
2
π∆
1/ϕ(m)
k ≤
√
2m
π ≤ ϕ(m). Ainsi, omme T ≥ 8 :
h(F ) ≤ Lh(γ) + 1, 125 log(L+ 1) + logϕ(m). (10)
Extrapolation
Soit maintenant p ∈ [N/2, N ] un nombre premier ne divisant pas m (en partiulier p ∤ ∆k)
et soit ν est une plae ne divisant pas p. Notons T1 l'ordre d'annulation de F
φp
en γp ; nous
devons don montrer T1 > 0. D'après la proposition III.6, on a T1
(
log(L + 1) + log p
)
> ε où
ε := T log p−h(F )− pLh(γ)− log(L+1), il nous sut ainsi de voir que ε est stritement positif.
Par hypothèse sur F on a :
ε ≥ T log p− Lh(γ) (1 + p)− 2, 125 log(L+ 1)− logϕ(m)
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soit, d'après le fait IV.4 :
ε > T log p− Lh(γ)(1 + p)− 3, 2 logD.
Nous allons voir que Fφp s'annule en γp, en montrant que ε > 0. Par hypothèse p ≥ N/2 ≥(
logD
)1,99
(d'après (7) ave x = logD, a = 0, 01 et b = 1) et T ≥ 8, ainsi :
ε >
(8
9
(T + 1)1, 99 log logD − 3, 2 logD
)
− Lh(γ)(1 + p)
> 2 logD − Lh(γ)(1 +N)
> 2 logD − 176 · 32d (logD)
4
(log logD)3
× h(γ).
Don, d'après (9), on a ε > 0, en partiulier T1 > 0 et F
φp(γp) = 0.
Conlusion
Remarquons que si Fφp(γp) = 0 et si τ ∈ Gal(Q/k) prolonge φ−1p , alors F (τ(γp)) = 0. Notons Σ
l'ensemble des τ(γp), où
 p parourt l'ensemble des premiers p de [N/2, N ] ne divisant pas m,
 τ ∈ Gal(Q/k) prolonge φ−1p .
Sous l'hypothèse (10) sur la hauteur de γ, nous avons vu que F s'annule sur Σ. Pour arriver à
une ontradition, nous allons montrer que Card(Σ) > deg(F ).
• Soient p1 < · · · < ps les diviseurs premiers de m dans {N/2, . . . , N}, nous avons :
ϕ(m) ≥ (p1 − 1)(p2 − 1) · · · (ps − 1) ≥ (N/2− 1)s,
en partiulier
s ≤ log(ϕ(m))
log(N/2− 1) ≤
logD
6
.
• Remarquons maintenant que si p est un nombre premier tel que Q(γp) = Q(γ), alors k(γp) =
k(γ) 'est-à-dire [k(γp) : k] = [k(γ) : k], auquel as les k-automorphismes de Q prolongeant φ−1p
sont au nombre de d = [k(γ) : k].
Ainsi, d'après la proposition III.1 page 4, le nombre de premiers p tels que [k(γp) : k] < [k(γ) :
k] ou tel que γp soit égal σ(γp) pour un ertain σ ∈ Gal(Q/k), σ 6= id, est inférieur à :
log([Q(γ) : Q])
log 2
≤ logD
log 2
.
De plus, omme γ n'est pas raine de l'unité, γp et γp
′
ne sont pas onjugués si p 6= p′, d'où :
Card(Σ) ≥ d×
(
π(N)− π(N/2)−
(
1
log 2
+
1
6
)
logD
)
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soit, d'après le lemme III.2 page 4 et (7) ave x = logD, a = 1 et b = 2 :
Card(Σ) ≥ d
(
0,4
N
logN
− 1,7 logD
)
≥ d
(
0,4
N
logN
− 1,7
(
2
e
)2(
logD
log logD
)2)
.
De plus, logN ≤ (2 + log 175) log logD, don :
Card(Σ) ≥ d
(
0, 4 · 175
2 + log 175
− 1
)(
logD
log logD
)2
,
d'où
Card(Σ) > 32d
(
logD
log logD
)2
.
Ainsi Card(Σ) > L ≥ deg(F ) ; en partiulier F ne peut pas s'annuler sur Σ tout entier, ontra-
dition ave l'hypothèse (9). 
V Démonstration du théorème prinipal
Si Vα désigne la variété de dimension zéro dénie sur Q par un point α de G
n
m, 'est-à-dire
{σ(α) | σ ∈ Gal(Q/Q)}, l'inégalité (1) nous dit
ωQ(α) ≤ n(deg(Vα))1/n.
De façon générale, si V est une variété dénie sur Q et Q irrédutible ontenant α, il déoule
immédiatement d'un résultat de M. Chardin (f. [Ch℄, orollaire 2, hapitre 1, page 310 et
exemple 1, page 311) l'inégalité :
ωQ(α) ≤ n deg(V )1/ codim(V ). (11)
An de pouvoir onlure leur démonstration, [Am-Da4℄ onsidèrent des variétés de diérentes di-
mensions ontenant un translaté de la variété qu'ils étudient, aussi ont-ils été amenés à introduire
l'indie d'obstrution généralisé de poids T :
ω(T ;α) := min{(T deg(W ))1/ codim(W )} ,
où T est un réel > 0 et W parourt l'ensemble des variétés dénies sur Q et Q irrédutibles
ontenant α. Notons en partiulier qu'auune hypothèse sur le orps de dénition de V n'est
faite ii. Nous utiliserons et indie d'obstrution généralisé un peu modié, en gros :
min
{
2ωT, (TD)1/2
}
,
où D est le degré sur Q d'un point α et le ω le degré d'une ourbe V dénie sur Q xée ontenant
α (voir dans le hoix des paramètres i-dessous). Celui-i dans notre as n'est pas néessaire
pour retrouver la minoration du théorème 2 à une puissane du log près, néanmoins il permet de
gagner non seulement sur la onstante, mais surtout dans le terme d'erreur (sur la puissane du
log).
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V.1 Choix des paramètres et fontion auxiliaire
Notons D le degré de Q(α) sur Q et posons :

T =
[
9
(
logω′
log logω′
)2]
L = min
{
2ωT 2,
[
(TD)1/2(T + 1)
]}
.
Notons c1 := 3,7 · 104, c2 := 2,05 · 109 et onsidérons les réels N1, N2 suivants :

N1 := c1
(
logω′
)2
log logω′
N2 := c2
(
logω′
)8(
log log ω′
)6 .
Fait V.1 Nous avons :
1. T ≥ [9e2] = 66 et N21 ≤ N2.
2. log(L+ 1) ≤ 4,3 logω.
3. log(N1/2) ≥ 1,999 log logω′ et log(N2/2) ≥ 7,92 log logω′.
4. Les inégalités suivantes nous permettrons de majorer le ardinal d'ensembles de premiers
exeptionnels :
2
log 2
logL ≤ 0,01 N1
logN1
et
2
log 2
log(N1L
2) ≤ 0,01 N2
logN2
.
Démonstration -
1. Pour la première inégalité on utilise (7) ave a = b = 2. La seonde déoule immédi-
atement du hoix des onstantes.
2. Comme T ≥ 66 nous avons L+ 1 ≤ 2ω′T 2 + 1 ≤ 1, 0002 · 2ω′T 2 or :
logL ≤ log 2 + logω′ + 2 log(9/ log log 16) + 4 log logω′
≤
(
1 + (log 2 + 2 log 8, 9 + 4 log log 16)/ log 16
)
logω′
≤ 4, 299 logω′
d'où le résultat.
3. Il sut de remarquer que, d'après (7) ave (a, b) = (0.001, 1) puis (0.08, 6) nous avons :
N1
2
≥ c1
2
· 0,001e(logω′)1,99 et N1
2
≥ c1
2
(
0,08e
6
)6
(logω′)7,92.
4. Comme logN1 ≤ (2 + log c1) log logω′ on a
0,01
N1
logN1
≥ c1
100(2 + log c1)
(
logω′
log logω′
)2
≥ 2 · 4, 3 logω
′
log 2
logω′(
log logω′
)2
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or 4, 3 logω′ ≥ logL et d'après (7), log ω′(
log log ω′
)2 ≥ e24 ≥ 1, d'où l'inégalité voulue.
Enn nous avons, puisque N2 ≥ N21 :
0,01
N2
logN2
≥ 0,01N1 N1
2 logN1
≥ 100 N1
logN1
de plus
2
log 2
log(N1L
2) =
2
log 2
(logN1 + 2 logL) ≤ 2
log 2
logN1 + 0,02
N1
logN1
.

Le orollaire III.5 nous donne un polynme F ∈ E({α}, L, T )∩ Z[x] vériant :
h(F ) ≤ 1
T − 1
(
(T + 1) log(L+ 1) + Lh(α)
)
Pour j = 1, 2 posons Pj := {p ∈ [Nj/2, Nj] premier} ∪ {1} et notons
T1 := min
p∈P1
ordαp(F ),
en partiulier, omme 1 ∈ P1 nous avons T1 ≤ T . Nous allons montrer le théorème 2 par l'absurde,
aussi nous supposerons dans la suite α de hauteur petite, plus préisément :
h(α) ≤ T1 logN2
10N1N2L
≤ (T + 1)
10L
. (12)
On a alors :
h(F ) ≤ T + 1
T − 1
(
1 +
1
10 log(L+ 1)
)
log(L+ 1)
ainsi, omme T ≥ 66 et L+ 1 ≥ T 3/2 ≥ 500 on obtient
h(F ) ≤ 1, 05 log(L+ 1).
V.2 Extrapolation
Proposition V.2 Sous l'hypothèse (12) sur la hauteur de α, nous avons, pour tout (p, q) dans
P1 × P2,
F (αpq) = 0.
Démonstration - Soit (p, q) ∈ P1 × P2, puisque T1 ≤ T et N1 ≥ 100 nous avons
d'après (12)
Lh(α) ≤ T1
10N1
logN2
N2
≤ T
1000
logN2
N2
.
Par déroissane de la fontion x 7→ log(x)/x, omme p ≤ N1 ≤ N2/2 ≤ q ≤ N2 il déoule
pLh(α) ≤ 0,001T log p et pqLh(α) ≤ 0,1T1 log q. (13)
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• Notons T1,p l'ordre d'annulation de F en αp, omme h(F ) ≤ 1,05 log(L+ 1), la proposi-
tion III.6 nous donne :
T1,p
(
log(L+ 1) + log p
)
> 0,999T log p− 3,05 log(L+ 1).
Deux as apparaissent :
si L+ 1 ≤ p :
2T1,p log p > (0,999T − 3,05) log p, (14)
don, omme T ≥ 66, on obtient T1,p ≥ 32.
si L+ 1 > p :
(2T1,p + 3, 05) log(L+ 1) > 0,999T log p ≥ 0,999T log(N1/2) (15)
Comme T ≥ 66, on a, d'après le point 2 du fait V.1 :
2T1,p + 3,05 >
0,999T
T + 1
(T + 1)
log(N1/2)
4,3 logω′
>
0,999 · 66
67
· 9 · log(N1/2)
4,3
logω′
(log logω′)2
Soit, en utilisant les inégalités N1/2 ≥ c1 log 162(log log 16)2 et log ω
′
(log logω′)2 ≥ e
2
4 (via (7)) :
2T1,p + 3, 05 > 45,05
ar c1 = 3, 7.10
4
. Ainsi dans les deux as on a T1,p ≥ 22.
• Notons maintenant T2,pq l'ordre d'annulation de F en αpq ; nous avons d'après (13)
pLh(αq) = pqLh(α) ≤ 0,1T1,p log q. Comme h(F ) ≤ 1,05 log(L+ 1), de nouveau la propo-
sition III.6 nous donne :
T2,pq
(
log(L + 1) + log q
)
> 0,9T1,p log q − 3,05 log(L+ 1).
Il nous faut ii montrer que le membre de droite de ette inégalité est > 0. Si L + 1 ≤ p,
'est évident, ar T1,p ≥ 22 et q ≥ p. Supposons don L + 1 > p ; omme T1,p ≥ 22 nous
avons :
0,9T1,p > 0,42(2T1 + 3,05),
ainsi d'après (15)
0,9T1,p log(N2/2) > 0,42
0,999T log(N1/2)
log(L + 1)
log(N2/2).
D'où, d'après les points 1,2 et 3 du fait V.1 :
0,9T1,p log(N2/2) > 0,42 · 0,999 · 6667 · 1,9994,3 · 7,92 · 9 logω′
> 13,5 logω′.
(16)
Ainsi 0,9T1,p log q > 3,05 · 4,3 logω′ ≥ 3,05 log(L+ 1). 
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V.3 Conlusion
Notons X1 la variété dénie par F et posons :

X2 :=
⋂
p∈P1
[p]−1X1,
X3 :=
⋂
(p,q)∈P1×P2
[pq]−1X1.
Notons que, puisque P1 et P2 ontiennent 1, nous avons les inlusions suivantes :
X3 ⊂ X2 ⊂ X1.
Nous travaillons ii ave α, aussi nous ne onsidérerons que les omposantes de es variétés
renontrant une puissane de α ; plus préisément posons :
 Y1 l'union des omposantes Q-irrédutibles de X1 ontenant α
pq
pour au moins un (p, q)
dans P1 × P2
 Y2 l'union des omposantes Q-irrédutibles de X2 ontenant α
q
pour au moins un q ∈ P2
 Y3 l'union des omposantes Q-irrédutibles de X3 ontenant α.
On a les inlusions suivantes :
α ∈ Y3 ⊂ Y2 ⊂ Y1
En partiulier, deux de es trois variétés ont même dimension e qui nous permettra de omparer
leurs degrés ou leur hauteurs normalisées.
V.3.1 Cas où Y2 et Y3 sont de dimension 0
Soit Z une omposante Q-irrédutible de Y3 ; omme Z renontre α on a :
Z =
⋃
σ∈Gal(Q/Q)
σ(α).
En partiulier deg(Z) = D. De l'inlusion⋃
q∈P2
[q]Z ⊆ Y2 ,
on obtient une première inégalité :
deg
( ⋃
q∈P2
[q]Z
)
≤ deg Y2. (17)
• Soient F1, . . . , Fr les fateurs Q-irrédutibles de F . Les omposantes Q-irrédutibles de X2
de dimension 1 sont les Z(Fj), où :
Fj | gcd
({F (xp), p ∈ P1}).
Quitte à les réordonner, on peut supposer que 1, . . . , l sont les indies i pour lesquels Fi ne divise
pas gcd
({F (xp), p ∈ P1}). En partiulier, omme Y2 est de dimension zéro par hypothèse, si
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j ∈ {l+1, . . . , r}, alors Fj(αq) 6= 0 pour tout q ∈ P2. Choisissons maintenant un polynme G de
la forme
G(x) =
∑
p∈P1\{1}
λpF (x
p) λp ∈ Q
tel que G ne soit pas un diviseur de zéro de Q[x]/(F˜ ). Un tel polynme existe bien, il sut en
eet de remarquer que pour tout j dans {1, . . . , l}, le sous-espae vetoriel
λ ∈ QCard(P1)−1
∣∣∣ ∑
p∈P1\{1}
λpF (x
p) ∈ (Fj)


est propre. Comme Y2 ⊆ Z(F˜ ) ∩ Z(G) et e dernier est de dimension 0, le théorème de Bézout
nous donne :
deg Y2 ≤ deg(F ) deg(G) ≤ N1L2 ≤ N1DT (T + 1)2.
• Considérons maintenant le membre de gauhe de (17). Comme N2 ≥ 5000, la proposi-
tion III.1 et le lemme III.2 nous donnent :(
0,41
N2
logN2
− 2
log 2
logD
)
D ≤ deg
( ⋃
q∈P2
[q]Z
)
.
De plus, omme Z ⊂ Y2, on a D ≤ deg(Y2) ≤ N1L2, soit, d'après le point 4 du fait V.1 :
2
log 2
logD ≤ 2
log 2
log(N1L
2) ≤ 0,01 N2
logN2
.
En reportant tout ei dans (17) on en déduit
0,4N2
logN2
≤ N1T (T + 1)2.
D'où, en utilisant les inégalités logN2 ≤ (8 + log c2) log logω′ et T ≥ 66 :
0,4c2
8 + log c2
≤ c193
(
67
66
)2
,
ontradition, ar c1 = 3,7 · 104 et c2 = 2,05 · 109.
V.3.2 Cas où Y1 et Y2 sont de dimension 1
Soit Z une omposante Q-irrédutible de Y2 de dimension 1, et soit q ∈ P2 tel que αq ∈ Z.
• Supposons dans un premier temps que Z soit de torsion. Si B désigne [q]−1Z, alors α ∈ B et
B est de torsion. Comme Z et Y1 sont de même dimension, on a :
deg(B) ≤ N2 deg(Z) ≤ N2 deg(Y1) ≤ N2L ≤ 2c292ω
(
logω′
)12
.
De plus, V étant irrédutible et non de torsion, V et B n'ont pas de omposante ommune, le
théorème de Bézout nous donne :
D ≤ deg(V ) · deg(B) = ω deg(B),
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où D est le degré de α sur Q. Ainsi, omme ω′ ≥ 16 :
D deg(B) ≤ (2c292)2ω3
(
logω′
)24 ≤ ω′23( logω′)24 ≤ ω′47.
Le lemme V.3 i-dessous nous dit alors :
h(α) ≥ 10
−9
ω
(
log logω′
logω′
)3
.
e qui nous donne bien le théorème 2.
Lemme V.3 Soit V une ourbe de G2m dénie sur Q et Q-irrédutible de degré ω qui ne soit pas
de torsion, et soit α ∈ V \ (G2m)tors. S'il existe une ourbe B de torsion dénie et irrédutible sur
Q ontenant α, alors :
h(α) ≥ 5.10
−4
ω
(
log(D deg(B))
log log(D deg(B))
)−3
.
Démonstration - Il existe un sous-groupe algébrique H de G2m et un θ ∈ (G2m)tors tels
que :
B =
⋃
σ∈Gal(Q/Q)
σ(θ)H.
Soient a, b ∈ Z tels que :
H =
{
(x, y) ∈ G2m | xayb = 1
}
.
Comme α ∈ B, il existe η ∈ (Gm)tors tel que αa1αb2 = η. Soit γ une raine b-ième de α1 (α
n'étant pas de torsion, γ 6∈ (Gm)tors), on a αb2 = ηγ−ab. En partiulier, il existe η′ ∈ (Gm)tors
tel que α2 = η
′γ−a. Posons M := max{|a|, |b|}, on a :
h(α) ≥ max{h(α1), h(α2)}
≥ max{h(γb), h(η′γ−a)}
≥ M · h(γ)
Considérons
g(t) := tλG(tb, ηt−a) ∈ Q(η)[t],
où G ∈ Q[x] est une équation de de V et λ ∈ Z est hoisi le plus petit possible. En partiulier
G est nul en α de degré ω et a fortiori on a g(γ) = 0. Notons que, omme V n'est pas de
torsion, le polynme g est non nul.
Notons Dγ := [Q(η, γ) : Q] et dγ := [Q(η, γ) : Q(η)] ; l'extension Q(η)/Q étant ylo-
tomique, la proposition IV.3 nous dit que :
h(γ) ≥ 10
−3
dγ
(
log(Dγ)
log log(Dγ)
)−3
,
or dγ ≤ deg(g) ≤ 2 deg(G)M = 2ωM et Dγ ≤ DM , d'où :
h(γ) ≥ 5.10
−4
ωM
(
log(MD)
log log(MD)
)−3
,
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ainsi :
h(α) ≥ M · h(γ)
≥ 5 · 10
−4
ω
(
log(MD)
log log(MD)
)−3
.
Pour nir, il sut de remarquer que, omme H et B ont la même dimension, on a
M ≤ deg(H) ≤ deg(B).

• Nous supposerons dans la suite que Z n'est pas de torsion. Nous avons l'inlusion
⋃
p∈P1
[p]Z ⊆ Y1.
Comme les variétés Z et Y1 sont de même dimension, on en déduit :
hˆ(Y1) ≥ hˆ
( ⋃
p∈P1
[p]Z
)
Notons W1, . . . ,Wl les omposantes géométriquement irrédutibles de Z. Comme Z n'est pas
de torsion, le lemme 2.3 de [Am-Da℄ nous dit que, si (p, i) et (p′, j) sont deux ouples distints
d'éléments de (P1 \ Ecc(Z)) × {1, . . . , l}, alors les sous-variétés [p]Wi et [p′]Wj sont distintes ;
ainsi
hˆ(Y1) ≥
∑
p∈P1
p 6∈Ecc(Z)
l∑
i=1
hˆ([p]Wi). (18)
Si W désigne une omposante géométriquement irrédutible de Z, il nous faut don majorer le
ardinal de Ecc(Z) et évaluer hˆ([p]W ) en fontion de hˆ(W ). Rappelons que le stabilisateur de W
est par dénition :
GW := {y ∈ Gnm | y ·W =W} =
⋂
y∈W
y−1W,
en partiulier dim(GW ) ≤ dim(W ) = 1. Notons ii que les premiers divisant le ardinal de
GW /G
0
W (quotient de GW par sa omposante neutre G
0
W ) sont dans Ecc(W )
4
. On sait de plus,
d'après la proposition 2.1 de [Da-Ph℄ que :
hˆ([p]W ) =
pdim(W )+1
| ker[p] ∩GW | hˆ(W ),
et | ker[p]∩GW | = pdimGW | ker[p]∩GW /G0W | ≤ p·| ker[p]∩GW /G0W |. En partiulier si p 6∈ Ecc(Z),
auquel as p ne divise pas |GW /G0W |, on a :
hˆ([p]W ) ≥ p · hˆ(W ).
4
ardinal qui est indépendant du hoix de la omposante W .
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La proposition III.1 et le point 4 du fait V.1 nous donnent de plus
Card(Ecc(Z) ∩ P1) ≤ 2 log deg(Z)
log 2
≤ 2 logL
log 2
≤ 0,01 N1
logN1
.
Ainsi, en reportant ei dans (18) :
hˆ(Y1) ≥
∑
p∈P1
p 6∈Ecc(Z)
p · hˆ(Z) ≥
(
π(N1)− π(N1/2)− 0,01 N1
logN1
)
N1
2
· hˆ(Z).
Comme N1 ≥ 5000, nous déduisons du lemme III.2 :
hˆ(Y1) ≥ 0,2 N
2
1
logN1
· hˆ(Z). (19)
Comme dimZ = dim Y1 = dimX1 = 1 et Z ⊂ Y1 ⊂ X1 on a deg(Z) ≤ deg Y1 ≤ L. La variété Z
n'étant pas de torsion, la proposition IV.1 nous dit :
hˆ(Z) ≥ 5−6
(
log logL
logL
)3
,
de plus, l'inégalité de Landau h(F ) + log deg(F ) ≥ logM(F ) nous donne :
2,05 logL ≥ h(F ) + log deg(F ) ≥ logM(F ) = hˆ(X1) ≥ hˆ(Y1).
En reportant tout ela dans (19) on obtient alors
2,05 logL ≥ 5−7 N
2
1
logN1
(
log logL
logL
)3
.
Remarquons maintenant que logN1 ≤ (2+ log c1) log logω′ et, d'après le point 2 du fait V.1, que
logL ≤ 4,3 logω′, soit
N21
logN1
≥ c
2
1
2 + log c1
(
logω′
)4(
log log ω′
)3 > 2,05 · 57 · 4,34 ·
(
logω′
)4(
log logω′
)3
ar c1 = 3,7 · 104, ontradition.
V.3.3 Conlusion de la démonstration du théorème 2
L'hypothèse (12) est don fausse, ainsi :
h(α) ≥ T1 logN2
10N1N2L
.
Fait V.4 On a
T1 logN2 ≥ 15 logω′
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Démonstration - Soit (p, q) ∈ P1 × P2, tel que l'ordre d'annulation T1,p de F en αp
vérie T1,p = T1. Si L+1 > p, 'est exatement l'inégalité (16). Supposons don L+1 ≤ p,
omme N2 ≥ N21 et N1 ≥ p ≥ N1/2, l'inégalité (14) donne :
T1 logN2 ≥ 2T1 logN1 > (0,999T − 3,05) log(N1/2)
soit, d'après le point 3 du fait V.1 :
T1 logN2 > 1,999(0,999T − 3,05) log logω′
> (T + 1) log log ω′
> 9 (logω
′)2
log logω′
> 9e logω′

Par dénition, L ≤ 2ωT 2, le Fait V.4 montre alors que
h(α) ≥ 1,5
2 · 92c1c2
1
ω
(log logω′)11
(log ω′)13
ainsi,
h(α) ≥ 1,2 · 10
−16
ω
(
log logω′
)11(
logω′
)13
ar c1 = 3,7.10
4
et c2 = 2,05.10
9
.
VI Démonstration du orollaire I.1
Soient α := (α1, α2) un point à oordonnées multipliativement indépendantes. On peut
supposer sans perte de généralité h(α1) ≤ h(α2) ≤ 1 et D := [Q(α) : Q] ≥ 2. Soient A ∈ N∗
et β := (β1, β2) tels que β1 = α1 et β
A
2 = α2. Comme β est à oordonnées multipliativement
indépendantes, toute ourbe Q-irrédutible de G2m passant par β n'est pas de torsion. D'après le
théorème 2 nous avons alors :
h(β) ≥ 1,2 · 10
−16
ωQ(β)
max {logωQ, log 16}−13 .
On hoisit maintenant :
A :=
[
2h(α2)
h(α1)
]
>
2h(α2)
h(α1)
− 1 ≥ h(α2)
h(α1)
en partiulier
h(β) ≤ h(β1) + h(β2) = h(α1) +A−1h(α2) ≤ 2h(α1) ,
et
ωQ(β) ≤ 2[Q(β) : Q]1/2 ≤ 2(AD)1/2 ≤ 2(2h(α2)
h(α1)
D)1/2.
Nous obtenons alors
2h(α1) ≥ 1,2 · 10
−16
2(2h(α2)h(α1)D)
1/2
max
{
log(2(AD)1/2), log 16
}−13
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soit
(h(α1)h(α2))
1/2 ≥ 3.10
−17
(2D)1/2
max
{
log(2(AD)1/2), log 16
}−13
. (20)
Minorons le membre de droite, nous avons :
2(AD)1/2 ≤ 2
(
2D
h(α1)
)1/2
.
Comme α est à oordonnées multipliativement indépendantes, α1 n'est pas une raine de l'unité
et la version expliite du théorème de Dobrowolski par Voutier [Vo℄ nous donne :
h(α1) ≥ 1
4D
(log(3D))−3 .
On en déduit
log
(
2(AD)1/2
)
≤ log
(
4
√
2D(log 3D)3/2
)
≤ 2 log(3D).
Comme D ≥ 2, nous avons 2 log(3D) ≥ log 16, et, en reportant ei dans (20) nous obtenons :
(h(α1)h(α2))
1/2 ≥ 3 · 2
−13,5 · 10−17
D1/2
(log(3D))
−13
.
Ainsi C(2)1/2 = 2.10−21 et κ(2) = 13.
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